Gibbs 分布による尤度解析 by 尾形 良彦 et al.
統計数理 第35巻 第2号 （1987）
Gibbs分布による尤度解析
統計数理研究所尾形良彦・種村正美
 （1987年11月 受付）
 1．問題の背景
 歴史的にみて，空間とくに平面上に於ける点配置のデータに対する統計解析は，まず与えら
れた点配置が完全にランダムであるか否かということの検定問題から始まったと言ってよい．
ポアソン場を帰無仮説とする，様々な検定統計量がその為に提案された．それらの統計量の中
には，ポアソン配置に対応する値を境にしてその値の大小によって，たとえば集中型であると
か規則型であるなどというように，点配置の特徴をとらえるものとして積極的に使われている
ものもある．
 次に点確率場上の確率集合（randomsets）の2次モーメントの概念に基づいて点配置の特徴
を記述する方法がある．動径分布関数，K統計量，正統計量，そして最近接距離分布などと呼
ばれるものがそうである．点配置が均質（hOmogeneous：定常かつ回転不変）であるとき，確
率集合の2次モーメントに関係する統計量は全てこれらのように点間の距離のみに対する関数
としてグラフによって表示され，点配置の特徴を量的に記述する．
 さらに点の間の相互作用を記述し点配置を生成（Simu1ate）する統計モデルも様々提案されて
いる．逐次充填モデル，ハードコアモデル，Strauss型モデルとかポアソンクラスターモデルた
どといったものが比較的早期に提案された．このようなモデルから何枚でも点配置が生成でき
るので，2次モーメント統計量グラフの確率的変動幅（variabi1ity）が分かる．解析対象の点配
置の2次モーメント統計量グラフが，点問の各距離について，この変動幅に収まるか否かによっ
てモデルの適合度を議論するようになった．また，モデルを特徴づけるパラメタの推定のため
に，こうした比較によってパラメタを調節してまたシミュレーションをするといった試行錯誤
の繰り返しをしたり，最小二乗法で合わせたりしている．以上の手法の詳細については，たと
えば長谷川・種村（1986）を参照されたい．
 尤度を最大化する推定法（最尤法）は最も一般的で有用な数理統計学に於ける基本原理とも
言うべきものである．この方法の真価は上記のようだシミュレーションや試行錯誤を行なわな
くとも仮定されたモデル族の中で最も良く適合するパラメタを自動的に決定しうることであ
る．もともと統計モデルによって生成（Simu1ate）される標本の再現性の良さと対数尤度とは深
い関係があるからである．しかしながら点配置の推定に於いてはこの方法がほとんど発展する
ことがたかった．これは次節に見るように計算可能た尤度関数を書くことが困難であったこと
に尽きる．本論ではこの困難を避ける為の尤度関数のいくつかの近似法を示し，それによって
可能となる点配置の統計解析を示してみたい．
2．平衡点配置の尤度
 平面上の有界領域γの中にM個ρ点があり，その座標をX＝｛（ル，ツ。）∈γ；タ：1，2，．．．，
M／とする．点ゴとブの相互作用をポテンシャル関数の（～）で示すとする．但し～は点ゴとブ
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                               距離
        （a）                （b）
図ユ．点配置とポテンシャル関数の模式図：（a）点タおよびプの間の距離～．（b）ポ
   テソジャル関数φθ（γ）の一例、
Fig．1．A diagram of a point pattem and a pairwise potential function （a）A
   distance～between two pointsタandブ．（b）An example of the potentia1
   function ⑫o（7）．
の距離，たとえば鳩＝（κr灼）2＋（yrツ5）2，である．ポテンシャルの微分が正の値になる距離
～では2点ク，ブに互いに反援する力が作用するし，負ならば互いに引き合う（図1）．いまM
を固定した点配置Xに於いて点問の相互作用の結果得られる平衡分布（Gibbsカノニカル
分布）は全ポテンシャルエネルギσ（X）＝ΣΣ0（～）に依存した密度分布
                   ｛〈5
 （2．1）                 ！（X）＝exP｛一σ（X）｝／Z（Φ；ハ7，γ）
で与えられる．ここに分母のZは確率密度の規格化因子（統計力学では分配関数と呼ばれてい
る）で，すべての点の座標に関する積分
（2．2） ・（の；M，γ）一∫、…／一σ（X）1州1…・κ・伽
で表現されるものである．
 統計家としての立場から次のような発想が我々の第一歩であった（Ogata andTanemura（以
下O＆Tと省略する），1981a）．それは平衡状態にあると思われる点配置座標Xが与えられた
ときにの（7）の形状を推定できたいかということである．すなわち相互作用ポテンシャルを何
らかの形で｛のθ（7），θ∈θ｝のようにパラメタによって特徴づげたとき，点配置データXを
（2．1）に代入したものはパラメタθの関数（尤度関数と呼ぶ）となる．これを最大にするようた
θが最尤推定値でありの自（7）が推定されたポテンシャル関数である．しかしここに大きな困難
があったのである．つまり規格化因子（2．2）もやはりθの関数であるので，θが与えられたとき
に尤度の計算が可能であるた均にはZ（¢θ；M，γ）の値が計算できたければたらないのであ
る．（2．2）は2M重積分であるためにこれをこのまま計算するのは極めて困難である．唯一の例
外はポアソン場すたわちM個の点がγ上で一様に互いに独立に分布している場合である．こ
のとき点間の相互作用は無いのでの（7）≡Oで（2．2）はγ”とたる．以後の議論の都合上，尤度
関数の代りに，ポァソソ場を基準とした対数尤度（比）関数
 （2．3）             1og工（θ；X）二 一Σ］Σ］のθ（η5）一109Z（のθ；ノV， γ），
                    ゼくゴ
（但しZ＝Z／γw）を考えることにする．
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 3．Gibbs場のシミュレーション
 相互作用ポテンシャルに対して標本としての平衡状態がどのように生成されるのかを見るこ
とは以後の議論に必要なのでその点を簡単に解説してみたい．統計力学の計算機実験のために
提案された方法の1つに特殊たランダムウォークを応用したモンテカルロ法がある．これは最
初Metropo1iseta1．（1953）がHard－coreポテンシャルについて提案したものをWood（1968）
等が一般のポテンシャルについて発展させたものである．
 周期境界条件をもつ矩形の領域γ（トーラスと考えても良い）上にあるM個の粒子について
たとえば以下のようだアルゴリズムで粒子運動を定義することができる（図2を参照）．離散時
間広（＝1，2，．．．，T）について粒子系の座標がX（広）＝｛（κ1（広），y1（云））∈γ；ク＝1，2，．．．，M｝であ
るとする．M粒子（タ＝1，2，．．．，M）の中からランダムに1粒子mを選びその座標（κ、（広），ル（左））
を中心とする1辺の長さが2δの正方形の中でこの粒子を一様にランダムシフトしたものを
（κ二（6），y二（左））とする（ここで正方形の辺の長さに関する調節ノミラメタδの役割については後
程述べる）．そして他のすべての粒子の位置はそのまま［すたわち，（κ；（c），ツ；（左））＝（κオ（才），
ル（左）），けm］にした配置をX’（≠）＝｛（κ；（彦），y；（≠））｝とする．このときの全ポテンシャル
σ（X’（≠））を計算し，元の配置の全ポテンシャルσ（X（C））と比較して以下の選択をおこたう．
（i） σ（X’（広））≦σ（X（才））ならば無条件で次の時間ステップ左十1での配置はX（広十！）＝
  X’（≠）とする．
（ii） σ（X’（左））＞σ（X（C））たらば確率exp｛σ（X（才））一σ（X’（広））｝の割合でX（才十1）＝
  X’（広）とし，残りの確率でX（左十1）＝X（左）（すたわち前の配置と同じ）とする．
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図2．Gibbs場を生成するモンテカルロ法の時空間過程：アルゴリズム（i）および（ii）に
   従ったマルコフ連鎖になっている（●：既存の点；O：生成された点）．十分大き
   たrに対してGibbs分布（2．1）に従う平衡点配置列が実現される．
Fig．2．A diagram of spatio－temporal process of the Monte－Carlo simu1ation proce－
   dure for a Gibbsian point丘eld．This is a Markov chain constructed by
   certain transition probabi1ities realized by the a1gorithm（i）and（ii）．（●）in
   the graph are existing points and（○）are generated points． Gibbsian point
   pattems are realized equi1ibrium states of the Markov chain、
このように1つの時間ステップを前進するのに3つまたは4つの一様乱数を使うことにたり，
これを繰り返すことによって（2．1）を満たす平衡状態が実現されることにたる．ここで留意す
べきことはGibbs分布（2．1）を満たす標本を生成するのに規格化因子Zを使わずに済んだと
いうことである．
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 他にも類似のモンテカルロシミュレーション法があるが，この種の粒子系ランダムウォーク
型のアルゴリズムの本質はGibbs分布（2．1）を平衡分布にするようた時空間過程X（才）（マルコ
フ連鎖）の遷移確率を構成するものである点にある．上述のアルゴリズムの中にあるパラメタ
δの役割は，平衡状態への収束を早めるための調節をすることであり，Wood（1968）によれば
上述の（i）および（ii）を合わせて試行状態X’（玄）がX（広十1）とたる頻度がほぼ半分ぐらい
が経験的には適当であると言う．この他にも初期状態をうまくとることによって収束を早める
こともできる．O＆T（1981b）はポテンシャルの（プ）を使って逐次中に粒子を充填するように
して初期配置を作ることを提案した．
4．ポテンシャルによる統計モデルと尤度の希薄気体近似
統計力学でおたじみのLemard－Jones型ポテンシャルの拡張として
（4．1） のθ（・）一（号）m一α（号）∵θ一（へα，・・，・！σ・い・…
を考えよう（図3a）．これは反援のコア（殻）をもっていて，α＞0たら，コアの周辺部では吸
引力が働いている．α＝0のときにはいわゆるSoft－coreポテンシャル，さらにα＝0，m＝coの
ときにはHard－coreポテンシャル
 （4．2）          のσ（プ）＝O，  プ＞σ；     0σ（7）＝oo，  7≦σ
にたっている（図3b）．もっと柔一らかい反援のコアをもつポテンシャルとして次のようたものが
考えられた（O＆T（1981a，1985））．
（・・）州一一・・［・・／α（÷）一1／…／一（÷川，θ一（α，σい・へσ・・
（・・）州一一1・・［・・（α一1）…1一（÷）mll，θ一（α，・・い・・，・…
この2つのポテンシャルの違いは（4．3）が反援・吸引を合わせもつ（図3c）のに対して（4．4）は
αによって反揚力のみか吸引力のみにたるし7＝Oで有限値である（図3d）ごとにある．Hard－
cOreの一般化としてStrauss（1975）は
 （4．5）  0θ（プ）＝O，  7＞σ；     のθ（プ）＝α，  プ≦σ；     θ＝（α，σ），  σ＞0
を議論している（図3e）．これはまた（4．4）においてm＝ooとしても得られる．
 2節でも述べたように規格化因子（分配関数）Zを解析的に求めることは一般に不可能である
が，点配置がポアソン場（理想気体）に近い，いわゆる希薄気体とみたせる場合には次のよう
だ近似
（4．6） 肌，M，γ）一（1一α害））州用
を利用できる．ここで
（4．7） α（θ）一r・〃［1一…1一の1（ヅ）／1〃
は第2クラスター積分と呼ばれる．この近似のもとで対数尤度は
（4．8） 1・・工（1，・）一一d舳）一÷山一1）1・・／l」字）／
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（4．2）itted to a certain data set．
to pure1y repu1sive potentiaI，whi1e the caseα＞O has an attractive part．
（4．4）：the case whereα＝O corresponds to pure1y repu1sive potentia1ca11ed Very＿soft－core
potentia1，the caseα＞1correspqnds to a pure1y attractive potentia1but known to be unstab1e
in the sense of Rue11e condition（see Gatesand Westcott（1986）），and thecasewhere O＜α〈
1corresponds to a pure1y repu1sive but takes inite va1ue at7＝O． （e） Strauss potentia1（4．
5）（solid1ine）and the potentia1（4．4）（dotted1ine）estimated from a certain data．
 図3．種々のポテンシャル関数：（a）Lemardリ。nes型
       ポテンシャル（4．1）式：α＞0反覆一引力型ポテソ
       シャル；α二0Soft－coreポテンシャル．（b）ある
       実データに対して推定されたしemard－Jones型ポ
       テソジャルおよびHard－coreポテンシャル（4，2）
       式．（c）ポテンシャル（4．3）武：α＝0反穣ポチ
       ンシャル；α〉O反覆一引力型ポテンシャル．（d）
       ポテンシャル（4．4）式：α＝0反覆ポテンシャル；
       α＞1 引力ポテソシャル（不安定型）；O＜α＜1反
       擾ポテンシャル（7＝Oで有限）．（e）ある実データ
       に対して推定されたStraussポテンシャル（4．5）式．
       破線は同一データに対するポテンシャル（4，4）式．
Fig．3．Examp1es of pairwise potential fmctions：（a）
       Lennard－Jones type potentia1functions（4．1）：the
       case whereα：0corresponds to purely repulsive
       potential ca11ed Soft－core potentia1，whi1e the
       caseα〉O has an attractive part．（b）Estimated
       Lennard－Jonespotentia1and Hard－corepotentiaI
（c）The potential（4．3）：the case whereα＝0corresponds
                               （d）The potentia1
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 表1．種々のポテンシャルモデルに対する第2クラスター積分
    α（θ）．
Table1．The second c1uster integraIs for some mode1s of poten－
    tia1functions．
Eq．of potentia1function o（α，σ）
（4．1） π募2射，・（百一÷）α1（・・…一・・）
（4．3） πσ・i字）（α一1）
（4．4） πσ・（α一1）（去）・（去）
（4．5） 一（1－e一α）πσ2
となる．上述のポテンシャルたちに対して第2クラスター積分は解析的に求められ（表1参照），
これらを用いて（4．8）によって尤度計算をすることができる．
 勿論，点配置がポアソン場から程遠い場合にはこの近似は役に立たたい．そのうえ，（4．3）か
ら（4．5）までのポテンシャルにはRue11eの安定性条件を満たさない場合が含まれているが，そ
のときには希薄有限粒子系といえども極めて近似が悪くたることが示されている（Gates and
Westcott（1986））．他方Soft－core，Hard－coreそして（4．2）から（4．5）の特殊なものの判こは
viria1展開やそのPad6近似による外挿によって近似の範囲をある程度まで広げることができ
る（O＆T（1984．1985））．
 不均質（inhomogeneous）点配置も外場の存在を仮定すればGibbsモデルを考えることがで
きる．外場は領域γの任意の点（κ，y）に定義されたポテンシャル関数ψζ（κ，y）として表現さ
れる．このうえに粒子間に相互作用ポテシシャルのθ（～）が働いているとき全エネルギは
 （4．9）        σ（X；θ，、ζ）＝ΣΣのθ（～）十Σ餌ζ（篶，ル）
                    ｛く5          ｛
とたる．この平衡分布も（2．1）で定義されたGibbs（カノニカル）分布で表現できる．このよう
た場合にも希薄気体近似によって次のようだ対数尤度を導くことができる（O＆T（1986a））：
 （4．10）       1o9。乙（θ，ζ；X）＝一己7（X；θ，ζ）一M10962（ζ）
                 」（混タ（θ）∫…／一肌，・）／舳
ここで・（ζ）一∫…／一肌，ツ）／舳であ1α（θ）は（・．・）と同じものである．
 ところで最尤法のメリットとして赤池の情報量基準AICを使ったモデル選択が可能にたる
ことを特記しておく．．これはよく知られているように
 （4．11）         AIC＝（一2）Iog工（θ）十2（パラメタ数）一
と定義される．ただし，θは最尤推定量をはじめとする有効統計量である．AICは相互作用の
ポテンシャル（4．1）一（4．5）の適合度の比較をするのに役立つばかりでなく，外場ψζの存在とそ
の形（たとえば2変数多項式の次数の決定）を見出すのに有用である．ただしHard－core（4．2）
とStrauss型（4．5）でのパラメタσは漸近理論的正則条件を満たしていたいので，この場合特
別に2個分のパラメタとして繰り込またければならない（O＆T（1983．1984））．不均質点配置
の解析例として，松の幼木・若木の配置について図4及び表2に結果を示す（O＆T（1986a））．
 以上は点配置がいわゆる希薄気体と見傲せることが前提である．したがって配置パタンがポ
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図4．不均質た点配置データとその解析例（O＆T（1986a））：（a）松の幼木・若木の配置図：M＝
   204，γ＝10m×10m，そしてこの配置図に対して推定された外場Ψの等高線：この関数形
   はψ（κ，y）＝一1．06κ一〇．29y＋3．99κ2－O．ユO〃一1．70y2一ユ．59κ3．（b）推定された相互作用
   ポテンシャルの（プ）：（0．1373／7）12および図4aに示された外場を用いた場合の，σに関する
   Fisherscore統計量の時系列．中央の実線は0の水準を表し，破線は標準偏差の1倍および2
   倍の位置を示す、
Fig．4．An examp1e of the ana1ysis of an inhomogeneous point pattem（O＆T（1986a））：（a）
   Map of the seed1ings and sap1ings of Japanese b1ack pines where M＝204in a regionγ
    ＝10m×10mwithcontourmapoftheextema1potentia1丘eldΨ（κ，y）＝山1．06κ一〇．29y
   ＋3．99κ2－O．10〃一1．70y2－1．59π3estimated together with the pairwise interaction poten－
   tia1の（7）＝（0．1373／7）12．（b）Time series of Fisher score statistics with respect toσof
   the interaction potentia1の．The middle so1id1ine indicates leve1of zero，and dotted
   1ines represent one or two－fo1d standard errors．
表2．
Table2、
松の幼木・若木の配置データ（図4a）へのモデルのあてはめ：
モデル〈ψ〉はの＝0の仮定の下で外場のみを考慮したあて
はめを表し，モデル〈⑫〉はその逆の場合を表す．モデル〈の
十Ψ）は0と餌を同時に考慮した場合に対応する．AICの
値から，モデル＜¢十Ψ〉が最良であることが分かる．そのパ
ラメタ値は図4bに与えられている．
Example of丘tting the mode1（4．9）to the seedlings and
sap1ings of Japanese b1ack pines in Fig．4a：The mode1
〈Ψ〉means that on1y the extemaけe1d was itted to the
data by assumingφ＝O，and the mode1〈o〉means the
opposite caseψ＝O，The model〈ψ十⑫〉corresponds to
the case of the existence of the both ofのandψ． The
minimum AIC is attained by the＜ψ十の〉mode1whose
estimated parameters are given in the caption of Fi＆4b、
Mode1
 ＜奴〉
 ＜の〉
〈¢十Ψ〉
1n工
13．82
11．23
26．70
Number of
parameters
6
1
7
AIC
一15．64
－20．47
－39．39
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アソソ（不均質ポアソンも含む）であるか否かの検証には，尤度比検定として高感度た解析が
期待できる．しかし実際に相互作用があるとなった場合，配置データXは推定されたポテン
シャルのθ（およびΨζ）のもとで平衡状態と言えるのか，また対数尤度の値が充分正しく近似
されているのか，その点の保証が欲しい．その検証のために，まず推定されたポテソジャノレを
用いて3節で紹介したシミュレーションを行たう．データXを初期配置（すたわちX（1）＝X）
として得られた点配置の時空間バタン列［X（左）＝｛（κ。（〃），y｛（C））；ク＝1，2，．．．，M｝，オ＝1，2，．．．，
r］を生成する．もしXが平衡配置と見傲せるたらばX（広）の全ポテンシャルの時系列
σ（X（広））は定常でなければたらない．そして初期値σ（X（1））は時系列σ（X（左））の周辺分布
から見て異常値であってはたらたい．次に近似尤度の有効性の検証の為に（4．8）（または4．10
式）のパラメタに関する微分を考える．これはsensitivityともFisher score統計量とも呼ばれ
るものであるが，これに上の生成された時空問点配置列を代入したときの時系列
            ∂    一   ∂      一  ∂  ～一（4・12）   ．万1・・L（θト万σ（X（彦）；θ）一亙1・・Z（θ）
が値Oから偏っていないことが必要である．ここにZ（θ）はこれまでに述べたように近似され
た規格化因子である．例えば図4aのパラメタに対する時系列（4．12）を図4bに示す．これから
偏りが無いことが見てとれる．
 5．反嬢の強さと堅さを測るモデルとモンテカルロ尤度近似法
 前節では点密度が低く相互作用の弱い，いわゆる希薄気体を仮定した上で近似尤度を得た．こ
れとは別の方法で高密度のデータにも有効である近似法を解説するのが本節の目的である．そ
もそもポテンシャルとの関係でも点配置は高密度にも低密度にもなることがあるので，その点
を明確にするのも本節の役割である．そういった密度はポテンシャルの及ぶ範囲を特徴づける
スケールパラメタσに関係するので，ポテンシャルモデルを
（5．1） 舳）一公（舌）
と表現する．ここでの・は標準化されたポテンシャルで，別のパラメタを含んでいても良い．点
配置の密度は点密度（intensity）M／γにも依存するので空間が2次元ということから新しいパ
ラメタτ＝（M／γ）σ2（換算密度，reduceddensityと呼ばれる）を考える．これは雑に言って，
ポテソジャノレ影響領域の総面積の全領域に対する割合，すたわち点配置の混み合い度，と考え
られる．ポテンシャル（5．1）の性質から距離のスケール変換鳩＝～／（M／γ）1∫2によって対数尤
度（2．3）は
（・・）  2い・工（1・・）一一翌仏（素）一1…（1・川）
と表すことができる．ここでZはγに直接的には依存したい量になることに注意する．（5．2）
の両辺をτで微分し，Gibbs場による平均をとったとき亙［∂1o9工（τ；X）／∂τ］＝0が自然な正
則条件で期待できるので
（5，3） 2ト巾事（葦）の1（葦）1一一（青）（岳）1…（1，川）
を得る．の1は0、の微分である．実は（5．3）の両辺は。ompressibi1ityfactorと呼ばれ，理想気
体（ポアソン場）からの隔たりの程度を示す量，ψ（τ）＝P（τ）γ／M－1，の別表現である（但し
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P（τ）は圧力に対応し，ψ（τ）＝0のときポアソンである）．左辺が運動力学的た立場から，そし
て右辺が統計力学の立場から導かれたもので，（5，3）の等式はこれらが一致していることを示
す．ψ（τ）は（Mが小さ過ぎたければ）Mに依存したいという安定した好ましい性質をもって
いる．もしこの関数ψ（τ）を求めることができたとするたらば（5．3）の右辺より
（5．4） ÷1…（1，の，M）一一∫τψ宇）・1
が導かれ，これによってZを得ることができる．の、が他のいかなるパラメタを含んでいても，
そのパラメタに関してψ（才）が表現されていればZに反映されるのである．
 それではψ（τ）をどのように求めるのであろうか．1つはψ（τ）の級数展開（viria1展開）の，
はじめの5，6個の係数を求め，τの小さい時にviria1展開に一致するようなPadε近似によっ
て外挿する方法がある．Hard－coreポテンシャルではRee and Hoover（1967）による2次元
の結果がある．それによると
（5．5） ψ（1）一ﾁ等努
の形で表される（係数力、，力。，α、，α。，α。の値は表3に掲げる）．同様にして（4．2）または（4．3）
に於いてα＝0とおいたモデル（Very－soft－core，O＆T（1984）；図5参照）についても（5．5）
の形で求めることができ，かなり高密度まで有効である（係数は表3に掲げる）．（5．5）を使って，
（5．4）の計算を行なうことができる．すなわち，λ＝σ。／力。，3＝αrσ。／力。，C＝σ。一力、σ。／力。，
D＝C／（2力。），亙＝（2力。B一力。C）／力。そしてF＝（4力。一が）1／2とおくと
         1  一（5．6）       一1og27（τ，01；M）＝ノ1τ十」ワ1og（1＋ヵ1τ十ヵ2τ2）         N
・吾［t・ガ・（2午力’）一・・ガ・（令）1
表3．
Tab1e3．
Hard－coreモデルおよびVery－soft－coreモデルにおけるψ（τ）のPad6
近似（5．5）の係数、
Coe冊。ients of the Pad6approximation（5．5）of theψfunction for the
mode1s of Hard－core（4．2）and Very－soft－core（α＝O in（4．3））、
V－S－C
H－C
力1
0．908426
－1．545797
力2
O．636299
0．599371
01
1．57080
1．570796
02
2．55353
－0．498612
σ3
1．48128
0．021662
¢1（7）
2，5
）
2．0 H－C
1．5
1．O
V－S－C
0．5
 S－C（4，68．12，16．^ ’
O．00    0，80    1．6Ω    2．40  〃08
S－C（4 ．8 1  ．24）
1．60 2．40 κ
図5．種々の反覆型ポテンシャルモデルのσ＝1にお
   ける曲線．V－S－C：Very－soft－coreポテソ
   シャルモデル，S－C（m）：Soft－coreポテソシャ
   ルモデル（指数m＝4，6，8，12，16，24），H－C：
   Hard－coreポテンシャルモデル．
Fig．5．Curves of potentia1models forσ＝1，The
   mode1corresponding to each curve is nearby
   indicated where H－C，S＿C（m）and V－S－C
   correspond to Hard＿core，Soft－core with
   index m and Very－soft＿core．
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とたる．
 しかしViria1展開の係数を求めるためには膨大な組み合わせ論的な計算を強いられ，一般に
この級数展開を高次まで求めるのは困難である．我々が将来にわたって組織的に押し進めたい
と考えている方法は，3節に述べたようたモンテカルロ法による計算機実験を重ねてψ（τ尾）を
その誤差とともに実験値として貯え，ψ（τ）を滑らかだ関数として内挿す・る方法である．実際
（5．3）式の左辺によってもψ関数が定義されているのだからGibbs場による平均亙1・1の代り
に，エルゴード性は成立しているので，次のような時間平均を使うξ
（5．7） ψ（1）一一i十）（÷）躯（プ砦））・軌（7津））
が得られ，これを計算する．たとえばSoft－coreモデル0σ（7）＝（σル）n，m＞2（図5）について
は
（5．8） ψ（1）一（2寿）（十）ね事（、託））n
とたる．現状では計算機の時間的な制約上あまり頻繁に実験はできないがM～106ステップ，粒
子数M＝500で得られるψ（τ）はτに関して単調増加で滑らかで，実験値の誤差は小さいので
標本点は，たとえば0＜τ＜0．8で15点のτ危についてで充分である．一例としてm＝！2の場合
の実験について結果を表4に与える．
 そこで最小二乗法などを使って有限次数多項式で近似内挿する．m＝4，6，8，12，16，24につ
いて90点の計算機実験値ψ。（τ。）が得られ，（5．4）によって
表4．
Tab1e4．
Soft－coreポテンシャルモデルS－C（12）に対す
るモンテカルロシミュレーションによって得ら
れたψ（τ）の標本平均（5．8）と標本平均誤差．
An examp1e of the resu1ts of the computer
experiments for the Soft－core potentia1¢（7）
：（6ル）加with m＝12：samp1e mean（5．8）of
ψ（τ｛）for eachτ。，and its standard error．
τ ψ（τ） S．e．
0．05 0．09449 O，0031227
0．10 O．20593 0．0054074
0．15 0．32557 0．0059192
0．20 O．47426 O．0063351
0．25 O．63616 O．0063793
0．30 0．83994 O，0067837
0．35 1．06117 0．0070654
0．40 1．34459 0．0076298
0．45 1．65606 0．0081459
0．50 2．04039 O．0088665
0．55 2．51227 0．0095496
0．60 3．04830 0．0098797
0．65 3．70757 0．0105537
0．70 4．53279 0．0112354
0．75 5．50700 0．0114122
   表5．
Table5．
Gibbs分布による尤度解析
Soft－coreモデルに対する対数規格化因子の推定多項式（5，9）を与える係数．
Coe冊。ients in（5．9）for each m of Soft－core mode1s．
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a1 a2 a3 a。 a5 a6
m：4 2．784161．831310．385663 ’ ■ ■
m＝6 2．127021．45725O．901590O．354135 一 ’
n＝8 1．924881．311141．000840．2574830．545264 一
m＝12 1．77310 1．18121O．941880 ■ 1．39604 一
m＝16 1．71162 1．121480． 94070O．4383250．07879741．20384
m＝24 1．658051．065380．983873 ’ O．1638231．66863
8．0
7．2
6．4
5．6
8．O
7，2
S－C（16）
                      6．4S－C（12）
5．6
S－C（12）
4．8
ψ（τ）4・0
3．2
2．4
1．6
  S－C（8）
S－C（6）               S－C（24）
4．8
ψ（τ）4．O
3．2
2．4
1．6
S－C（14）
0．8 0．8
0．O
図6．
Fig．6．
                                     O．0
0，00  0・16  0，32  0，48  0，64  0，80                 0，00  0，16  0，32  0，48  0，64  0．80
            τ                                        τ
           （a）                     （b）
Soft－coreポテンシャルモデルに対するψ（τ）の計算機実験値のプロットと内挿曲線：（a）
m＝4，6，8，12，16および24のSoft－coreモデルにおけるψ（τ）の推定多項式の曲線（多項
式の係数は（5．4）の関係式を使って，表5の係数から計算できる）．各曲線上に沿って示さ
れているプロットは計算機実験より求めた（5－8）式の値である．（b）ポテンシャルモデル
S－C（12）に対して推定されたψ（τ）の曲線（実線）と，分子動力学法によってSwo1，Wood・
cock and Cape（1980）が独立に得たψ（τ）の値（□印）との比較．0＜τ〈O．8の範囲で両
者の一致は良い．
Resu1ts of the Monte－Car1o experiments and the interpo1ation ofψ一fmctions：（a）
Theψ一fmqtigns for the Soft－core models．Curves are the丘tted po1ynomia1s for
respective mode1s m＝4，6，8，12，16and24，where the coe節。ients are re1ated to Table5
by the re1ation（5．4）、Plots along each curve are the resu1ts（5，8）of the Monte－Car1o
simu1ations．（b）Comparison of the estimatedψ一fmction of S－C（12）（so1id curve）
with theψ一va1ues（open squares）obtained independent1y by Swo1，Woodcock and
Cape（1980）through mo1ecu1ar dynamics simu1ations．The丘t in the range0＜τ＜O．8
 iS eXCe11ent．
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Soft－coreポテンシャルモデルの2パラメタ（α，τ）
に関する同時推定：（a）パラメタ空間（α，τ）にお
ける標本点（●印）およびスプライン近似のための区
画（3×4に等分割された小領域）．（b）関数ψ（α，
τ）／τのスプライン近似ゐ（α，τ）における，図7aの
標本点列に沿ったτ軸へのプロフィール（実線）と実
験値（◇印）．（C）関数ψ（α，τ）／τのスプライン近
似ん（α，τ）における，図7aの標本点列に沿ったα軸
へのプロフィール（実線）と実験値（十印）．
Fittedん（α，τ）function toψ（α，τ）／τin the inte－
grand in （5．4） for extended Soft－core potentia1
（5．11）：（a）Samp1e points（dots in the igure）for
ψ一va1ues in the parameter space［O，1）2of（α，τ）
which is divided into3x4identica1rectang1es for
the de丘nition of sp1ine function  （5．12）． （b）
Proiles of the sp1ine surface a1ong samp1e pomts
for ixedτ’s（so1id1ines）and reIated experimen－
tal values（symbol◇）．（c）Pro刷es of the spline
surface a1ong samp1e points for ixedα’s（so1id
1ines）and related experimenta1va1ues（sym－
bo1＋）．
1i 11
10 10
｛・9
ミ
一 9も
べ
薪
〃 〃
z姓一
2く
τ
0．OO   O．12   0，24   0．36
           （b）
0，48   0．60 O，0    0．2    0，4    0．6    0．8
          （C）
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 （5．9）      1ogZ（τ，Φ。；N）＝N（alτ十a。τ2＋…十a。τ6）
の形で与えられる係数を決めた（O＆T（1984），表5および図6参照）．これらの近似は従って
0＜τ＜O．8の範囲で有効である．τがO．8を超えると結晶固体のように規則的な配置への相転
移の問題が絡んでくるので，ランダムな点配置としては充分た範囲と言える．
 Soft－coreの柔らかさを示す値mの選択にはAICを比較することにした．このようにしてシ
ミュレーションで生成された人工データを解析してみると，ほとんどの場合に於いて真のモデ
ルが選択され真のパラメタ値に近い推定値が得られることが確認されている（O＆T（1984））．
パラメタ推定の誤差分布はFisherの情報量によって理論的に得られるが，これは
（5．10） 一舳・・工／1・1一・（半）1・ψ（1）／1一・ψ’（1）／
のようにψ関数で表現され，推定値の真のパラメタからのずれのπ倍は理論的た推定誤差
分布に従っていることが見てとれる（Hard－coreについてはπ倍ではなくM倍である）．
 これを更に発展させてSoft－coreモデル0σ（プ）＝（σ／7）n，m＞2のパラメタmを連続的に考
えるためにα＝2／m，O≦α＜1，とおき
（・・ll）   ②（1；θ）一（ザ， θ一（へα），
を考える．たとえばα＝0のときはHard－coreにたる．このとき1ogZをτとαの関数として
表現することができる．ここではψ（τ）の代りにψ（τ）／τをτとαの2次元スプライン関数
ん（α，τ）で内挿する方法をとった．このスプライン関数は次のように定義される：単位平方領
域［O，1］×『0，1］を，図7aに示すように，3x4等分したときの部分領域［ゴ／3，（ク十1）／3］x［ブ／4，
（プ十1）／4］に（α，τ）が属しているとき
                 3  3 （5．12）      ん（α，τ）＝ΣΣc（乞十后，ノ十m）B。一尾（7、）B。一m（7、）
                々＝O m＝O
という値を取る．ここでBスプライン｛B・（プ）；后＝1，2，3，4｝は［0，1］での3次多項式
                B。（プ）＝プ3／6，
                3。（グ）＝（一3733〆十3プ十1）／6，
 （5．13）
                B。（7）＝（373－6〆十4）／6，
                B。（プ）＝（一プ3＋3プし3プ十1）／6
 表6．Soft－coreモデル族に対する2次元スプライン関数ん（α，τ）（5．12）の推
    定係数行列C’＝｛c（力，α）1．
Table6．Coe硯。ients matrix C＝｛c（力，σ）l of the2－dimensional sp1ine fmction
    in （5．12）
力
1 2 3 4 5 6
σ
1 一6．2628 3．1550 0．41372 3．43248．5895 11．245
2 3．3230 O．938492．1801 3．02069．5866 10．733
3 1．0112 2．2701 2．6552 4．7195 9．1765 13．105
4 2．7570 3．1222 4．4722 5．1ユ75 9．8713 10，652
5 一3．2697 8．1699 5．7940 6．2979 8．7423 11，957
6 一7．893421，519 6．1032 7．82808．8784 12，984
7 69．293 4．8399 19．569 4．1605 13．8481．1280
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であり，プα＝3（α一ク／3）および7τ＝4（τ一ノ／4）である．そしてC＝｛c（力，σ）｝は6x7の係数行
列であり表6にその数値を与えている（この係数を導いた方法はO＆T（1986b）参照）．こう
して得られたスプライン関数の曲面の切断曲線を図7bおよび。に示した．（5．12）を（5．4）の被
積分関数に代入し，（2．3）を使って，シミュレーションで作成されたデータに対して検討すると
O≦α＜1／2，0≦τ＜0．8で有効であることが分かった．
 この節をまとめると，Soft－coreポテンシャルのmまたはαが反嬢の柔らかさを，σが点の
相互作用の広がりを，換算密度τ＝Mσ2／γが粒子系の混みぐあいを，そして関数ψ（τ）がポァ
ソソ場からのずれぐあいおよび粒子系の反援の強さを表現している．これらは最尤法（必要な
らAIC）を適用することによって客観的に得られることにたる．これらの近似尤度の実データ
ヘの適用例についてはO＆T（1986b）を参照されたい．
 6．マーク付き平衡点配置の近似尤度（O＆T（1985））
 この節で対象とたるデータはγの中の点の配置X＝｛（κ｛，ツ。），ゴ＝1，．．．，M｝にマークξ＝
1ξ1；玄＝1，＿，M｝が付加されている場合である．粒子タとノに働く相互作用の、（7、ゴ；ξ、，ξ5）
が点問の距離～だけでなく，それぞれのマークξ｛，ξゴに依存しているものとする．点の数M
と各点に付加されたマークξについて条件付のもとでのGibbs分布は
 （6・1）    ！（xlξ）＝・・P／一ΣΣのθ（κゼ。；ξゴ，ξ。）／／z（θ；ξ）
                    ｛く5
によって与えられる．ここで規格化因子は2M重積分
（…） ・（θ；ξ）一∫、…／一翌の1（・11；ξ1，ξ・）1州・…舳。
で与えられる．従って対数尤度関数は
 （6・3）       1o9工（θl X）＝一ΣΣのθ（～；ξ｛，ξ5）一〇9Z（θ；ξ）
                   ゴくゴ
とたる．これを希薄気体近似にするマークに依存するポテンシャル関数を特殊な形で与える必
要がある．
 まず2種類の点が混在している配置が考えられる．均質た2種類の点配置，X1＝｛（κ身，ツ三）；6
＝1，2，。．．，M，1およびX2＝｛（κξ，ツξ）；ク＝1，2，．．．，M。｝が同一の領域γ内に相互作用をした
から混在しているとき，ポテソジャノレは同種問に働くのき1（7）＝のζ（プ；1，1），の募2（7）＝の、（7；
2，2）そして異種間に働くの…2（7）＝のε（7；1，2）＝の、（κ；2，1）の3つが考えられる（図8）．い
まパラメタベクトルζ，η，εの成分に共通なものがたくて互いに無関係たらば，希薄気体近似
図8．2種のマーク付き点配置とそれに対応する3種のポテンシャル
   関数．
   ●印：種1；○印一：種2．
Fig，8．Pattem of points with two species1（sign●）and2（sign○），
   where three types of potentia1s（see（6．4））de丘ned on the
   fo11owing three kinds of distances：〃and〆妄言are distances
   between points of the same species，respective1y；and7携is
   a distance between points5and冶。f the different species．
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によって対数尤度（6．3）は次のようだ和に分解され，それぞれ独自に最尤法を遂行できる：
 （6．4）    1o9工’’（ζlX’）十109工22（ηlX2）十109工’2（εlX’，X2）
ただし
               M1         1og工11＝一ΣΣのき1（〃）一｛M、（M。一1）／2｝1og［1＋α、、（ζ）／γ］，
               ｛く5
               M2 （6．5）     1og工22＝一ΣΣの妻2（惰）一｛M。（M。一1）／2｝1og［1＋α。。（η）／γ］，
               ｛〈5
              M1〃2         109工12＝一ΣΣ0三2（堵）一M，M．1o9［1＋o。。（ε）／γ］，
               オ〈5
ここで炉∫餉・π・［…／一の・（・）1一・1州1－1，・）である．特に（…）の最後の部分対数
尤度は2種間に相互作用があるか否かを判定するのに有用である．それぞれのポテンシャル選
択はAICで別々に実行できる．
 次にスカラー量をマークとする点の配置が考えられる．均質た点配置Xの各点（ル，yゴ）が
マークξ・たるスカラーをもっているとき，相互作用ポテンシャルがのθ（～／z・5）という形をし
ていると考える．ここでzわ＝！（ξゴ，ξ5）は対応するマークの適当た関数である．関数！として
は，たとえばzゴ5＝（ξチ十ξタ）／2や幻＝（ξ｛ξ5）”が考えられ，そしてaのようだパラメタを含ん
でいても良い．簡単た計算の結果，希薄気体近似によって
（6．6） 1・・五一一d叱1）一事事1・・［1一舳（1）／γ1
が得られる．ここでα（θ）はのθ（プ）の第2クラスター積分（4．7）である．この対数尤度は上に掲
げたaの如く，関数∫のパラメタも含むことができる．
 以上の対数尤度近似が有効であるか否かは，それぞれのパラメタに関するFisher－score時系
列’（4．12）が0から偏っていないかどうかで判断する．もしバイアスがあるときは，解析的に可
能なら，より高次の多変数Viria1展開を試してみる価値がある．たとえばスカラーマークのポテ
ンシャルについて（4．4）および（4．5）では3次viria1展開まで得られ，この近似たらばFisher－
scoreのバイアスがたく．たるようた実データ例がO＆T（1985）に掲げられている．しかし現状
では，より高次のviria1展開は困難であり，前節のようなモンテカルロによる方法も（6．1）にお
けるξの分布ごとに尤度のための表を作成するのは現実的でない．Penttinen（1984）は関係式
（5．3）を導いたのと同様の方法を使って，ニュートン法の各ステップで対数尤度の1階微分だけ
でたく2階微分もモンテカルロ法で推定し，収束するまで繰り返してパラメタを推定するとい
う方法を提案している．この方式は目下のところパラメタ1個がせいぜいで，収束も安定しな
いという状況にある．その上にこの方法では（対数）尤度の値そのものを計算できない為にモ
デルの適合度の比較ができたい．他に何か新しい方法が必要とされている．
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Likehhood Ana1ysis for Gibbsian Point Patterns
  Yosihiko Ogata and Masaharu Tanemura
     （The Institute6f Statistica1Mathematics）
   This paper reviews some progress in the1ike1ihood ana1ysis of spatia1point patterns
made by the present authors．Suppose a map of p1anar pattem of points is given．Since
the data have no time axis，a natura1statisticaI mode1describing the coniguration of the
point pattern is the Gibbs equi1ibrium distribution（2．1）with（2．2）which is characterized by
the pairwise potentia1function between points．The potentia1function describes the
interaction between points，and by this we can simu1ate the series of the equi1ibrium point
patterns as is described in Section3．
   Our naive idea was to estimate the shape of potentia1fmction，given coordinates of a
point pattem．That is to say，parameterizing the fmction and substituting the coordinates
of the points to the Gibbs distribution（2．1），we have the1ike1ihood function with respect
to the parameter，in princip1e．The di茄。u1ty，however，is in the norma1izing factor（2．2）
for carrying out the computation of the1og1ike1ihood（2．3）．To avoid such di茄。u1ty we
have suggested severa1approximation methods for the norma1izing factor．
   First，when the point pattem is supposed to be sparse，a di1ute gas approximation（4．6）
is made using the second c1uster integra1（4．7），which1eads to the apProximated1og
1ike1ihood（4．8）．A variety of examp1es of potentia1s（4．1）一（4．5）is provided together with
their second c1uster integra1s in Tab1e1．SimiIar approximation is extended to the case
where the pattern is not homogeneous：besides the pairwise interaction the extema1fie1d
of the1ocation is assumed to get the apProximated1og likeIihood（4．10）for the tota1
potentia1（4．9）of a pattem．The time series of the Fisher score statistics of every
simuIated point patterns is usefu1to check the validity of the approximation of the1og
1ike1ihood．If the average of time series deviates from zero，the approximation of the
norma1izing factor is not c1ose enough to the true one．Neverthe1ess，it shou1d be stressed
that the present approximations works quite we11，and are the most sensitive，to test the
homogeneous or non－homogeneous Poisson point patterns，respective1y，against a point
pattern which is suspected to have an interaction．
   For the usefu1apProximation of the1og norma1izing fgctor for higher density point
pattems，the ro1e of the fmctionψ（τ），ca11ed by the name of the compressibi1ity factor in
statistica1mechanics，is important．This is deined here to be equa1to the both hand sides
of the equa1ity（5．3）which is derived from a certain basic equa1ity in1ike1ihood theory．
The re1ation of the norma1izing factor to theψfunction isgiven in（5．4）．Since the density
of point pattems is re1ated to the sca1e parameterσof the potentia1function as we11as to
the number M of points in the areaγ，PotentiaI fmctions are standardized as in（5．1），and
the reduced densityτ＝（M／γ）σ2is considered．If a number of virial coe冊。ients is
ca1cu1ated，the PadεapProximation（5．5）is usefu1up to considerab1e high density，which
1ead to the norma1izing factor（5．6）．The coe筋。ients of the Pad6are given in Tab1e3for
the Hard－core（4．2）and Very－soft－core（α＝O in（4．3）），respective1y．The more genera1
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and usefu1approximationcanbeimp1em㎝tedbythe Monte－Car1o experiments insimu1at－
ing the1arge number ofequi1ibrium point patterns，so that estimates ofψ（τ）（5．7）for some
τ，instead of the right hand side of the equa1ity（5．3），are computed．An examp1e of the
resu1ts of the experiments for the Soft－core potentia1の（プ）＝（σ／プ）n with m＝12is shown in
Tab玉e4，together with standard error of the samp1e mean（5．8）、By the interpo1ation of
these va1ues，po1ynomia工s are obtained for every m asψ一functions，which are shown in
Figure6．This1eads（5．9）whose parameters are1isted in Tab1e5．To estimate m as we11
asσ，the Soft－core potentia1s are extended to the form（5．11），and the2－dimensiona1sp1ine
function（5．12）with the base fmctions in（5．13）is itted to the experimenta1data forψ（τ）／
τin（5．4）、The coef61cients of the sp1ine in（5．12）are1isted in Tab1e6，and the sp1ine
surface is shown in Figure7．By the maximum1ike1ihood estimation ofσandα＝2／m
（softness），we have another usefu1indicatorsτ（reduced density）andψ（τ）（deviation from
the Poisson pattern）．
   Fina11y，patterns of points accompanying their marks are considered．In this case a
pairwise potentia1function of distance between two points and their marks is assumed for
the mode工．The Gibbs distribution（6．1）with the norma1izing factor（6．2），conditionaI on
the marks，is used for the1ike1ihood function．Two types of situations are imp1emented：
that is，pattems of points with two species，and with sca1ar marks reIating to the sca1e
factor of the potentia1funct三〇n．In the former case，three potentia1s are assumed：two
potentia1s works between points of the same species，respective1y，and the rest works
between points of the different species．If the sparseness of the pattern is assumed，then
the second order approximationsimi1ar to the above described case is avai1ab1e，andthe1og
1ike1ihood is decomposed into three components（6．5），each of which can be maximized
independent1y to get the estimates．In the1atter case，the second order c1uster approxima－
tion1eads to（5．6）whereα（θ）is the second c1uster integra1in（4．7），and島5is the speci丘ed
function of two sca1ar marksξ｛andξ5which can inc1ude another parameter1ike a given
in the text．
